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ABSTRACT 
 

The number of customers who come to a service center will be different for each particular time. 
However, it can be modeled by a stochastic process. One particular form of stochastic process with continuous 
time and discrete state space is a periodic Poisson process. The intensity function of the process is generally 
unknown, so we need a method to estimate it. In this paper an estimator of kernel uniform of a periodic Poisson 
process is formulated with a trend component in a rank function (rank coefficient 0 <b <1 is known, and the 
slope coefficient of the power function (trend) a> 0 is known). It is also demonstrated the convergenity of the 
estimators obtained. The result of this paper is a formulation of a uniform kernel estimator for the intensity 
function of a periodic Poisson process with rank function trends (for the case “a” is known) and the 
convergenity proof of the estimators obtained. 
 
Keywords: stochastic process, periodic Poisson process, kernel function, rank function trends 
 
 

ABSTRAK 
 

 Banyaknya pelanggan yang datang pada suatu pusat servis akan berbeda untuk setiap waktu tertentu 
dan dapat dimodelkan dengan suatu proses stokastik. Salah satu bentuk khusus dari proses stokastik dengan 
waktu  kontinu dan ruang state diskret adalah  proses Poisson periodik yaitu proses Poisson dengan fungsi 
intensitas berupa fungsi periodik. Fungsi intensitas dari proses tersebut umumnya tidak diketahui, sehingga 
diperlukan suatu metode untuk menduga fungsi tersebut. Pada tulisan ini dirumuskan suatu  penduga tipe kernel 
seragam dari suatu proses Poisson periodik dengan suatu komponen tren berbentuk fungsi pangkat (koefisien 
pangkat 0 ൏ ܾ ൏ 1 diketahui, dan koefisien kemiringan fungsi pangkat (tren) ܽ  0 diketahui), serta dibuktikan 
pula kekonvergenan dari penduga yang diperoleh. Hasil dari tulisan ini adalah rumusan penduga kernel 
seragam bagi fungsi intensitas proses Poisson periodik dengan tren fungsi pangkat (untuk kasus ܽ diketahui) 
dan pembuktian kekonvergenan dari penduga yang diperoleh. 
 
Kata kunci: proses stokastik, proses poisson periodik, fungsi kernel, tren fungsi pangkat 
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PENDAHULUAN 
 
 

 Pemodelan stokastik melibatkan unsur peluang untuk menduga perilaku dari suatu sistem 
yang tidak diketahui dengan pasti pada masa yang akan datang. Pada tulisan ini dikaji suatu 
pemodelan stokastik pada pendugaan tipe kernel proses Poisson periodik yang memiliki peranan 
penting dalam berbagai bidang pada kehidupan sehari-hari. Proses Poisson periodik merupakan salah 
satu bentuk khusus dari proses stokastik dengan waktu kontinu, dengan fungsi intensitas berupa fungsi 
periodik. Sebagai contoh, banyaknya kendaraan yang melewati suatu ruas jalan raya akan berbeda 
untuk setiap waktu tertentu, dalam fenomena pelayanan pelanggan (costumer service) yaitu banyaknya 
pelanggan yang datang ke suatu pusat servis akan berbeda untuk setiap waktu tertentu. Dari 
pemodelan suatu fenomena yang dimodelkan dengan suatu proses Poisson periodik, fungsi intensitas 
dari proses tersebut umumnya tidak diketahui, sehingga diperlukan suatu metode untuk menduga 
fungsi tersebut. 
 

 Pendugaan fungsi intensitas proses Poisson periodik tanpa melibatkan suatu komponen tren 
telah dilakukan kajiannya pada Mangku (2006), namun jika fungsi intensitas pada proses Poisson 
periodik meningkat berdasarkan suatu fungsi pangkat terhadap waktu maka model yang lebih tepat 
untuk digunakan adalah proses Poisson periodik dengan suatu komponen tren berbentuk fungsi 
pangkat. Dalam tulisan ini, pendugaan fungsi intensitas proses Poisson periodik diamati untuk 
koefisien kemiringan fungsi pangkat (tren) ܽ  0. Sehingga karya ilmiah ini bertujuan untuk menduga 
fungsi intensitas ߣ  dari suatu proses Poisson periodik dengan tren fungsi pangkat di suatu titik 
ݏ א ሾ0, ݊ሿ, dengan menggunakan sebuah realisasi tunggal ܰሺ߱ሻ dari proses Poisson periodik ܰ pada 
ሾ0, ݊ሿ (Mangku, 2006: 1) menggunakan metode tipe kernel seragam. 
 
 

METODE 
 
 

 Metode yang digunakan adalah studi pustaka, dengan dasar teori sebagai berikut: 
Suatu fungsi ݂ dikatakan ሺ݄ሻ (Small oh) jika 

lim
՜

݂ሺ݄ሻ
݄

ൌ 0. 
(Ross, 2007: 304) 

 
 Suatu proses stokastik ࢄ ൌ ሼܺሺݐሻ, ݐ א ܶሽ adalah himpunan peubah acak, sehingga untuk setiap 

ݐ א ܶ, ܺሺݐሻ adalah peubah acak, yang menyatakan keadaan dari proses pada waktu ݐ. Jika ܶ adalah 
himpunan terhitung, ࢄ adalah proses stokastik dengan waktu diskret. Jika ܶ adalah suatu interval, ࢄ 
adalah proses stokastik dengan waktu kontinu (Ross, 2007: 302). 

 
 Proses stokastik ሼܰሺݐሻ, ݐ  0ሽ  adalah proses pencacahan jika ܰሺݐሻ  menyatakan banyaknya 

peristiwa yang terjadi sampai waktu ݐ serta memenuhi 
(i) ܰሺݐሻ  0 
(ii) ܰሺݐሻ adalah bilangan bulat 
(iii)  Jika ݏ ൏ ሻݏሺܰ ,ݐ  ܰሺݐሻ 
(iv)  Jika ݏ ൏ ሻݐሺܰ ,ݐ െ ܰሺݏሻ menyatakan banyaknya peristiwa yang terjadi pada interval ሺݏ,   ሻݐ
(Ross, 2007: 303). 
 

 Proses stokastik dengan waktu kontinu ࢄ ൌ ሼܺሺݐሻ, ݐ א ܶሽ memiliki inkremen bebas jika untuk 
setiap ݐ ൏ ଵݐ ൏ ଶݐ ൏ ڮ ൏ ିଵݐ ൏ ݐ , peubah acak ܺሺݐଵሻ െ ܺሺݐሻ, ܺሺݐଶሻ െ ܺሺݐଵሻ, … , ܺሺݐሻ െ
ܺሺݐିଵሻ adalah bebas. Dengan kata lain, banyaknya peristiwa yang terjadi pada interval waktu yang 
tidak tumpang tindih (overlap) adalah bebas (Ross, 2007: 303). 
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 Proses stokastik dengan waktu kontinu ࢄ ൌ ሼܺሺݐሻ, ݐ א ܶሽ memiliki inkremen stasioner jika 
peubah acak ܺሺݐ  ሻݏ െ ܺሺݐሻ memiliki sebaran peluang yang sama untuk setiap nilai ݐ. Dengan kata 
lain, proses perubahan nilai yang terjadi pada suatu interval waktu hanya bergantung dari panjang 
interval dan tidak bergantung dari lokasi titik-titik waktu tersebut (Ross, 2007: 303). 
 

Proses pencacahan ሼܰሺݐሻ, ݐ  0ሽ adalah proses Poisson dengan laju ߣ, ߣ  0, jika 
(i) ܰሺ0ሻ ൌ 0 
(ii) Proses memiliki inkreman bebas dan inkremen stasioner 
(iii)  ܲሼܰሺ݄ሻ ൌ 1ሽ ൌ ݄ߣ   ሺ݄ሻ
(iv)  ܲሼܰሺ݄ሻ  2ሽ ൌ  ሺ݄ሻ
(Ross, 2007: 302-303) 

 
Suatu titik s disebut titik Lebesgue dari suatu fungsi ߣ, jika 

  

lim
՜

1
2݄

න|ߣሺݔ  ሻݏ െ ݔ݀|ሻݏሺߣ ൌ 0.


ି

 

(Wheeden and Zygmund, 1977) 
 

Mean Square Error (MSE) dari suatu penduga U  bagi parameter g(θ) didefinisikan sebagai 
ሺܷሻܧܵܯ ൌ Eሺܷ െ ݃ሺߠሻሻଶ ൌ Var ሺܷሻ  ሺBias ሺܷሻሻଶ, 

 
dengan Bias ሺܷሻ ൌ ሺܷሻܧ െ ݃ሺߠሻ.   
 

 Pendugaan tipe kernel umum untuk fungsi intensitas proses Poisson periodik tanpa 
menggunakan suatu tren telah dibahas oleh Mangku (2006), yang menghasilkan: 
 

ሻݏመ,ሺߣ ൌ
߬
݊


1

݄
න ܭ ቆ

ݔ െ ሺݏ  ݇߬ሻ
݄

ቇ ܰሺ݀ݔሻ




ஶ

ୀ

 

 
adalah penduga bagi ߣ di titik ݏ א ሾ0, ߬ሻ dengan periode (߬  0) diketahui (Mangku, 2006: 2). 
 

Misalkan N adalah proses Poisson pada interval ሾ0, ∞ሻ dengan nilai harapan ߤ yang kontinu 
mutlak, dan fungsi intensitas ߣ  yang terintegralkan lokal. Sehingga, untuk setiap himpunan Borel 
terbatas ܤ maka: 

ሻܤሺߤ ൌ E ܰሺܤሻ ൌ න ݏሻ݀ݏሺߣ ൏ ∞.


 

  
 Misalkan fungsi intensitas ߣ yang terintegralkan lokal dan terdiri atas dua komponen, yaitu 

komponen periodik ߣሺݏሻ  dengan periode (߬  0 ) diketahui dan suatu komponen tren berbentuk 
fungsi pangkat. Dengan kata lain untuk ݏ א ሾ0, ∞ሻ fungsi intensitas ߣ dapat ditulis sebagai berikut 
 

ሻݏሺߣ ൌ ሻݏሺߣ               ሺ1ሻݏܽ
 
dengan ܽݏ adalah komponen tren fungsi pangkat, ܽ  0 menyatakan kemiringan dari tren. Jika ܾ ൌ
0, fungsi intensitas ߣ dapat ditulis menjadi: ߣሺݏሻ ൌ ሻݏሺߣ  ܽ, yang masih merupakan fungsi periodik. 
Jika ܾ ൌ 1 , fungsi intensitas ߣ   dapat ditulis menjadi: ߣሺݏሻ ൌ ሻݏሺߣ  ݏܽ , yang merupakan fungsi 
intensitas dengan tren linear dan pembahasannya dapat dilihat pada Helmers dan Mangku (2009). 
Sehingga pembahasan pada tulisan ini difokuskan untuk ܾ א ሺ0,1ሻ sehingga tulisan ini dibatasi hanya 
untuk 0 ൏ ܾ ൏ 1. 
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 Tulisan ini tidak mengasumsikan suatu bentuk parametrik dari ߣ , kecuali bahwa ߣ  adalah 
periodik yaitu untuk setiap ݏ א ሾ0, ∞ሻ  dan ݇ א Ժ berlaku 
 

ሻݏሺߣ ൌ ݏሺߣ  ݇߬ሻ            ሺ2ሻ 
 
(Mangku, 2006: 1). Diasumsikan bahwa ݏ adalah titik Lebesgue bagi ߣ, yaitu 

 

lim
՜

1
2݄

න|ߣሺݔ  ሻݏ െ ݔ݀|ሻݏሺߣ ൌ 0


ି

            ሺ3ሻ 

(Mangku, 2006: 2). 
  

 Misalkan untuk suatu ߱ א Ω, hanya terdapat sebuah realisasi ܰሺ߱ሻ  dari proses Poisson N 
yang terdefinisi pada suatu ruang peluang ሺΩ, ࣠, Pሻ dengan fungsi intensitas seperti pada (1) yang 
diamati pada interval terbatas ሾ0, ݊ሿ א ሾ0, ∞ሻ.  Karena ߣ  adalah fungsi periodik dengan periode ߬ , 
masalah menduga ߣ  pada titik s dengan ݏ א Թ dapat direduksi menjadi masalah menduga ߣ   pada 
titik s dengan ݏ א ሾ0, ߬ሻ (Mangku, 2006: 1). 
 

 Dan ݄ adalah barisan dari bilangan real positif  yang konvergen menuju nol, yaitu 
 

݄ ՝ 0            ሺ4ሻ 
 

untuk ݊ ՜ ∞ (Mangku, 2006: 2). Perlu diperhatikan bahwa, nilai asimtotik ݊ ՜ ∞ dengan ݊ bukan 
menyatakan ukuran sample, namun ݊ menyatakan panjang interval dari peubah acak ܰሺሾ0, ݊ሿሻ yang 
menyatakan banyaknya kejadian (Mangku, 2006: 2). 
 
 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
 
Pendugaan ࢉࣅሺ࢙ሻ 
  

Penduga tipe kernel dari ߣ pada ݏ א ሾ0, ߬ሻ untuk kasus ܽ diketahui, dapat dirumuskan sebagai 
berikut: 
 

ሻݏҧ,,ሺߣ ൌ
1 െ ܾ

ሺ݊/߬ሻଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

ܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽሺ1 െ ܾሻ
ሺ݊/߬ሻଵି 

ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

 

 
dengan 

݊ఛ ൌ ቂ
݊
߬ቃ  dan ܮ, ൌ 

1
݇

ഓ

ୀଵ

            ሺ6ሻ 

 
 Penyusunan penduga tipe kernel seperti pada persamaan (5) dapat diuraikan sebagai berikut: 

Pertama perlu diperhatikan bahwa, pendugaan tipe kernel untuk fungsi intensitas proses Poisson 
periodik hanya didasarkan pada sebuah realisasi tunggal dari proses Poisson ܰ , dengan demikian 
diperlukan informasi yang cukup mengenai nilai ߣሺݏሻ pada interval ሾ0, ݊ሿ (Mangku, 2006: 3). Dengan 
alasan ini, asumsi (2) memiliki peranan yang sangat penting dibalik penyusunan ide penduga ߣҧ,,ሺݏሻ 
untuk  ߣሺݏሻ. Sehingga untuk setiap titik s dan ݇ א Ժ dan dari (1) dan (2) maka 
 

ሻݏሺߣ ൌ ݏሺߣ  ݇߬ሻ ൌ ݏሺߣ  ݇߬ሻ െ ܽሺݏ  ݇߬ሻ.     
 

(5) 



208                                                                                    ComTech Vol.3 No. 1 Juni 2012: 204-216 

Dengan pemisalan seperti pada (5), persamaan di atas menjadi 
 

ሻݏሺߣ ൌ
1

,ܮ


1
݇ ൫ߣሺݏ  ݇߬ሻ െ ܽሺݏ  ݇߬ሻ൯

ഓ

ୀଵ

 

ൌ
1

,ܮ


1
݇ ݏሺߣ  ݇߬ሻ െ

ܽ
,ܮ


ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

ഓ

ୀଵ

.            ሺ7ሻ 

 
  

Pendekatan yang digunakan pada pendugaan fungsi intensitas lokal dari suatu proses Poisson 
di titik s adalah dengan menaksir nilai rata-rata dari banyaknya kejadian di sekitar titik s. Secara 
matematis, misalkan ݄ ՝ 0, ݊ ՜ ∞ dan ܰሺሾ0,  ሿሻ menyatakan banyaknya kejadian yang terjadi padaݐ
ሾ0,  ሿ, maka fungsi intensitas lokal di titik s dapat didekati denganݐ
 

1
2݄

ܰሺሾݏ െ ݄, ݏ  ݄ሿሻ. 

 
Dengan demikian Nilai fungsi ߣሺݏ  ݇߬ሻ di titik s dapat didekati dengan nilai rataan dari 

banyaknya kejadian di sekitar s, yaitu pada interval ሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿ  serta dengan 
menggunakan (3) maka (7) dapat ditulis 
 

ሻݏҧ,,ሺߣ ൎ
1

,ܮ


1
݇

ഓ

ୀଵ

Eܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽ

,ܮ


ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ .
ഓ

ୀଵ

            ሺ8ሻ 

 
Dengan mengganti Eܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ dengan padanan stokastiknya yaitu ܰሺሾݏ  ݇߬ െ
݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ maka (8) dapat ditulis 
 
 

ሻݏҧ,,ሺߣ ൎ
1

,ܮ


1
݇

ഓ

ୀଵ

ܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽ

,ܮ


ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

.            ሺ9ሻ 

 
Dapat diperhatikan bahwa  
 

,ܮ ൌ 
1

݇

ഓ

ୀଵ

ൎ
ሺ݊/߬ሻଵି

1 െ ܾ
 

 
yang menyatakan ܮ,  setara asimotik dengan ሺ/ఛሻభష್

ଵି
 jika ݊ ՜ ∞.  Dengan mengganti ܮ,  dengan 

ሺ/ఛሻభష್

ଵି
, diperoleh penduga bagi ߣሺݏሻ, yaitu 

 

ሻݏҧ,,ሺߣ ൌ
1 െ ܾ

ሺ݊/߬ሻଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

ܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽሺ1 െ ܾሻ
ሺ݊/߬ሻଵି 

ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

. 

 
 
Kekonvergean MSE 
 
Lema 1: (Ketakbiasan Asimtotik)  
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Misalkan fungsi intensitas ߣ memenuhi (1) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (4) dipenuhi 
maka 
 

E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜  ሻ                               ሺ10ሻݏሺߣ
untuk ݊ ՜ ∞, asalkan ݏ adalah titik Lebesgue bagi ߣ. Dengan kata lain ߣҧ,,ሺݏሻ adalah penduga tak 
bias asimtotik bagi ߣሺݏሻ. 
 
Bukti: 

 
Untuk membuktikan (10) akan diperlihatkan bahwa  

 
lim
՜ஶ

E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ  ሻ                                                                 ሺ11ሻݏሺߣ
 
Untuk menyelesaikan persamaan (11) dapat diperoleh dengan cara sebagai berikut 
 

E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ
1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

Eܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ E
ܽሺ1 െ ܾሻ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

. 

 
Karena suku kedua pada ruas kanan persamaan di atas adalah deterministik maka  
 

E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ
1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

Eܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽሺ1 െ ܾሻ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

.                                           ሺ12ሻ 

 
Suku pertama pada ruas kanan persamaan (12) dapat ditulis menjadi 
 

1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

න .ݕሻ݀ݕሺߣ

௦ାఛା

௦ାఛି

 

 
Dengan melakukan penggantian peubah ݔ ൌ ݕ െ ݏ െ ݇߬, ruas kanan di atas dapat ditulis sebagai 
 

1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି
2݄


1

݇

ഓ

ୀଵ

න ݔሺߣ  ݏ  ݇߬ሻ݀ݔ.



ି

 

 
Dengan menggunakan persamaan (1) dan (2), maka kuantitas di atas yang merupakan suku pertama 
persamaan (12) menjadi 
 

1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି
2݄


1

݇

ഓ

ୀଵ

න ݔሺߣ  ݔሻ݀ݏ



ି


ܽሺ1 െ ܾሻ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି
2݄


1

݇

ഓ

ୀଵ

න ሺݔ  ݏ  ݇߬ሻ݀ݔ. .



ି

 

 
Perhatikan bahwa untuk ݊ ՜ ∞ 

(13) 
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1

݇

ഓ

ୀଵ

ൌ
ቀ݊

߬ቁ
ଵି

1 െ ܾ
 ܱሺ1ሻ.                                                                            ሺ14ሻ 

 
Sehingga suku pertama persamaan (13) menjadi 
 

1 െ ܾ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି
2݄


1

݇

ഓ

ୀଵ

න ݔሺߣ  ݔሻ݀ݏ



ି

 

ൌ
1

2݄
න ݔሺߣ  ݔሻ݀ݏ



ି

 ܱ ൬
1

݊ଵି൰
1

2݄
න ݔሺߣ  .ݔሻ݀ݏ



ି

            ሺ15ሻ 

 
Suku pertama pada ruas kanan persamaan (15) dapat ditulis menjadi 
 

1
2݄

න ൫ߣሺݔ  ሻݏ െ ሺݏሻ൯݀ݔ 
1

2݄
න ݔሻ݀ݏሺߣ



ି



ି

.                          ሺ16ሻ 

 
Untuk menunjukkan bahwa suku pertama persamaan (16) adalah konvergen ke nol, akan digunakan 
nilai yang lebih besar, yaitu 
 

1
2݄

න ݔሺߣ|  ሻݏ െ ሺݏሻ|݀ݔ



ି

.                                                          ሺ17ሻ 

 
Berdasarkan asumsi (4) dan dengan asumsi bahwa ݏ adalah titik Lebesgue bagi ߣ , maka kuantitas 
pada (17) akan menuju nol jika ݊ ՜ ∞ , atau dapat juga ditulis ሺ1ሻ . Sedangkan suku kedua 
persamaan (16) adalah ߣሺݏሻ. Suku kedua persamaan (15) adalah ሺ1ሻ. Sehingga diperoleh nilai bagi 
suku pertama persamaan (13) akan sama dengan 
   

ሻݏሺߣ   ሺ1ሻ                                                                                     ሺ18ሻ
 
untuk ݊ ՜ ∞. 
 
Dengan menggunakan deret Taylor, suku kedua persamaan (13) diuraikan sebagai berikut 
 

ሺݔ  ݏ  ݇߬ሻ ൌ ሺݏ  ݇߬ሻ  ܾሺݏ  ݇߬ሻିଵݔ  ܾሺܾ െ 1ሻሺݏ  ݇߬ሻିଶ ଶݔ

2!
  ڮ

 
Karena ݄ ՝ 0 untuk ݊ ՜ ∞, maka dari persamaan di atas, dapat disimpulkan bahwa ݔ memiliki sifat 
yang sama dengan ݄, sehingga persamaan di atas dapat ditulis menjadi 
 

ሺݔ  ݏ  ݇߬ሻ ൌ ሺݏ  ݇߬ሻ  ܱሺ݄ሻ. 
 
Sehingga suku kedua persamaan (13) menjadi 
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ܽሺ1 െ ܾሻ

ቀ݊
߬ቁ

ଵି 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

  ሺ1ሻ.            ሺ19ሻ

 
untuk ݊ ՜ ∞. Dengan menyubstitusikan (18) dan (19) ke ruas kanan persamaan (12), diperoleh  
 

E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜  ሻ            ሺ20ሻݏሺߣ
 
untuk ݊ ՜ ∞. 
Dengan demikian Lema 1 Terbukti. 
 
Lema 2: (Kekonvergenan Ragam) 

 
Misalkan fungsi intensitas ߣ memenuhi (1) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (4) dipenuhi, 

dan ݊ଵି݄ ݏ  terbatas di sekitarߣ ՜ ∞ untuk ݊ ՜ ∞ maka 
 

Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜ 0            ሺ21ሻ 
 

untuk ݊ ՜ ∞. 
 
Bukti : 
 

Karena ݄ ՝ 0 jika ݊ ՜ ∞, maka untuk nilai ݊ yang cukup besar, interval ሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ 
݇߬  ݄ሿ  dan ሾݏ  ݆߬ െ ݄, ݏ  ݆߬  ݄ሿ untuk ݇ ് ݆  adalah tidak overlap. Akibatnya, berdasarkan 
sifat inkremen bebas dari proses Poisson, diperoleh bahwa ܰሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿ dan ܰሾݏ 
݆߬ െ ݄, ݏ  ݆߬  ݄ሿ untuk ݇ ് ݆ adalah peubah acak bebas. Sehingga suku pertama dari penduga 
tipe kernel bagi ߣሺݏሻ  merupakan penjumlahan dari peubah acak bebas, dan karena suku kedua 
penduga tersebut adalah deterministik, maka diperoleh  

Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ
ሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶሺ݊/߬ሻଶିଶ


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

Var ሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿ. 

 
Karena N adalah suatu proses Poisson, ragam akan sama dengan nilai harapan, sehingga persamaan di 
atas menjadi 
 

Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ
ሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶሺ݊/߬ሻଶିଶ


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

E ሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿ. 

 
Ruas kanan persamaan di atas dapat ditulis menjadi 
 

ሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶሺ݊/߬ሻଶିଶ


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

න .ݕሻ݀ݕሺߣ

௦ାఛା

௦ାఛି

 

 
Dengan melakukan penggantian peubah ݔ ൌ ݕ െ ݏ െ ݇߬, ruas kanan di atas dapat ditulis sebagai 
 

ሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶሺ݊/߬ሻଶିଶ


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

න ݔሺߣ  ݏ  ݇߬ሻ݀ݔ.



ି
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Dengan menggunakan persamaan (1) dan (2), maka kuantitas di atas adalah 

ሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶ ቀ݊

߬ቁ
ଶିଶ 

1
݇ଶ

ഓ

ୀଵ

න ݔሺߣ  ሻݏ  ܽሺݔ  ݏ  ݇߬ሻ݀ݔ.



ି

 

ൌ
ሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

1
2݄

න ݔሺߣ  ݔሻ݀ݏ



ି

 


ܽሺ1 െ ܾሻଶ

4݄
ଶ ቀ݊

߬ቁ
ଶିଶ 

1
݇ଶ

ഓ

ୀଵ

න ሺݔ  ݏ  ݇߬ሻ݀ݔ


ି

                                 ሺ22ሻ 

 
Karena ݄ ՝ 0 untuk ݊ ՜ ∞ dan ߣ memiliki nilai yang terbatas di sekitar ݏ, yaitu ada ߣ sehingga  
 

ݔሺߣ  ሻݏ  ߣ ൌ ܱሺ1ሻ 
 
dengan  ߣ adalah suatu konstanta yang tidak menuju tak hingga. Sehingga suku pertama dari ruas 
kanan persamaan (22) menjadi 
 


ሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

1
2݄

න ݔ݀ߣ



ି

ൌ ൮
ሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

൲ ܱሺ1ሻ            ሺ23ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
Untuk melakukan pendekatan terhadap kuantitas pada ruas kanan persamaan (23), akan dikaji untuk 
tiga kasus, yaitu untuk 0 ൏ ܾ ൏ ଵ

ଶ
, ܾ ൌ ଵ

ଶ
, dan ଵ

ଶ
൏ ܾ ൏ 1.  

 
Untuk 0 ൏ ܾ ൏ ଵ

ଶ
, dapat diperhatikan bahwa 

 


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

ൌ
ቀ݊

߬ቁ
ଵିଶ

1 െ 2ܾ
 ܱሺ1ሻ, 

 
jika ݊ ՜ ∞. 
 
Sehingga kuantitas pada ruas kanan persamaan (23) menjadi 
 

ൌ

ۉ

ۈ
ۇ ሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ

ቀ݊
߬ቁ

ଵିଶ

1 െ 2ܾ
 ܱ ൬

1
݄݊ଶିଶ൰

ی

ۋ
ۊ

ܱሺ1ሻ ൌ ܱ ൬
1

݄݊
൰            ሺ24ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
Untuk ܾ ൌ ଵ

ଶ
, dapat diperhatikan bahwa 

 


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

ൌ ln ݊  ܱሺ1ሻ 
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jika ݊ ՜ ∞. 
Sehingga kuantitas pada ruas kanan persamaan (23) menjadi 
 

ൌ ቌ
1/4

2݄ ቀ݊
߬ቁ


1
݇

ഓ

ୀଵ

ቍ ܱሺ1ሻ ൌ ܱ ൬
1

ሺ݊/ ln ݊ሻ݄
൰                                     ሺ25ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
Untuk ଵ

ଶ
൏ ܾ ൏ 1, dapat diperhatikan bahwa 

 


1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

ൌ ܱሺ1ሻ 

untuk ݊ ՜ ∞. 
 
Sehingga kuantitas pada ruas kanan persamaan (23) menjadi 
 

ൌ ൮
ሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ൲ ܱሺ1ሻ ൌ ܱ ൬
1

݊ଶିଶ݄
൰                                              ሺ26ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 

 
Kuantitas pada ruas kanan (23) dapat dihampiri dengan mengambil kuantitas terbesar dari 

(24), (25), dan (26). Kuantitas terbesarnya adalah (26), sehingga dapat diperoleh kuantitas pada (23) 
yang juga menyatakan kuantitas pada suku pertama persamaan (22), yaitu 

 

ܱ ൬
1

݊ଶିଶ݄
൰                                                                                                   ሺ27ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
 
Dengan menggunakan deret Taylor seperti pada pembuktian Lema 1 mengenai ketakbiasan asimtotik, 
maka suku kedua dari ruas kanan persamaan (22) dapat ditulis menjadi 
 

ൌ
ܽሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
1

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

1
2݄

න ൫ሺݏ  ݇߬ሻ  ܱሺ݄ሻ൯݀ݔ


ି

 

ൌ
ܽሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

 ܱ ൬
1

݊ଶିଶ൰                                          ሺ28ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
 
Dengan mensubstitusikan (27) dan (28) ke persamaan (22), diperoleh 
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Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ൌ ܱ ൬
1

݊ଶିଶ൰ 
ܽሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

 ܱ ൬
1

݊ଶିଶ൰ 

ൌ
ܽሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ 
ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

 ܱ ൬
1

݊ଶିଶ൰                                       ሺ29ሻ 

 
untuk ݊ ՜ ∞. 
 

Dapat diperhatikan bahwa 
 


ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

ൌ  ቀ
߬
݇


ݏ

݇ଶቁ


ഓ

ୀଵ

.                                                       ሺ30ሻ 

 
Dengan menggunakan deret Taylor, maka 
 

ቀ
߬
݇


ݏ

݇ଶቁ


ൌ ቀ
߬
݇

ቁ


 ܾ ቀ
߬
݇

ቁ
ିଵ

ቀ
ݏ

݇ଶቁ  ܾሺܾ െ 1ሻ ቀ
߬
݇

ቁ
ିଶ

ቀ
ݏ

2݇ଶቁ   ڮ
 
Karena ௦

మ ՜ 0  untuk ݊ ՜ ∞, kuantitas persamaan (30) menjadi 
 


ሺݏ  ݇߬ሻ

݇ଶ

ഓ

ୀଵ

ൌ
݊ଵିሺ1/߬ሻଵିଶ

1 െ ܾ
 ܱሺ1ሻ. 

 
Sehingga kuantitas pada (29) menjadi 
 

ൌ
ܽሺ1 െ ܾሻଶ

2݄ ቀ݊
߬ቁ

ଶିଶ ൭
݊ଵିሺ1/߬ሻଵିଶ

1 െ ܾ
 ܱሺ1ሻ൱  ܱ ൬

1
݊ଶିଶ൰ 

ൌ
ܽሺ1 െ ܾሻ

2݄݊ଵି/߬
 ܱ ൬

1
݊ଶିଶ൰ 

 
Nilai dari ଵ

భష್ ൌ ݊ ሺ1ሻ untuk ՜ ∞, maka persamaan di atas dapat ditulis menjadi 
 

ൌ
ܽ߬ሺ1 െ ܾሻ
2݄݊ଵି  ܱ ൬

1
݄݊ଵି൰.                                                             ሺ31ሻ 

 
Berdasarkan asumsi pada Lema 2, bahwa ݊ଵି݄ ՜ ∞  untuk ݊ ՜ ∞, maka kuantitas pada (31) akan 
sama dengan ሺ1ሻ untuk ݊ ՜ ∞. Sehingga diperoleh  
 

Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜ 0 
 
untuk ݊ ՜ ∞. 
Dengan demikian Lema 2 terbukti. 
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Teorema 1: (Kekonvergenan MSE) 
 
Misalkan fungsi intensitas ߣ memenuhi (1) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (4) dipenuhi dan 

݊ଵି݄ ՜ ∞   untuk ݊ ՜ ∞,  maka 
ሻቁݏҧ,,ሺߣቀ ܧܵܯ ՜ 0 

untuk ݊ ՜ ∞, asalkan s adalah titik Lebesgue bagi ߣ. 
 
Bukti : 
 
Dari Lema 1 telah diperoleh bahwa  

 
E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜  ,ሻݏሺߣ

 
yang berarti untuk ݊ ՜ ∞ maka E ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ െ ሻݏሺߣ ՜ 0. Dari Lema 2 diperoleh 
 

Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ ՜ 0 
 

untuk ݊ ՜ ∞, akibatnya dengan menggunakan Definisi MSE akan diperoleh 
 

ሻቁݏҧ,,ሺߣቀ ܧܵܯ ൌ  Var ቀߣҧ,,ሺݏሻቁ  ቀBias  ߣҧ,,ሺݏሻቁ
ଶ

՜ 0. 
 
Dengan demikian Teorema 1 terbukti. 

 
 

PENUTUP 
 
 

 Dari kajian yang telah dilakukan, diperoleh. Penduga tipe kernel seragam bagi ߣ  pada 
ݏ א ሾ0, ߬ሻ untuk nilai ܽ diketahui adalah: 

 

ሻݏҧ,,ሺߣ ൌ
1 െ ܾ

ሺ݊/߬ሻଵି 
1

݇

ഓ

ୀଵ

ܰሺሾݏ  ݇߬ െ ݄, ݏ  ݇߬  ݄ሿሻ
2݄

െ
ܽሺ1 െ ܾሻ
ሺ݊/߬ሻଵି 

ሺݏ  ݇߬ሻ

݇

ഓ

ୀଵ

 

 
dengan n adalah panjang interval pengamatan, ݊ఛ ൌ ൣ

ఛ൧, ܮ, ൌ ∑ ଵ
್

ഓ
ୀଵ , K adalah suatu kernel, dan 

݄ adalah barisan bilangan real positif yang konvergen menuju nol, yaitu ݄ ՝ 0 untuk ݊ ՜ ∞. 
 

Misalkan fungsi intensitas ߣ memenuhi (1) dan terintegralkan lokal. Jika asumsi (4) dipenuhi 
dan ݊ଵି݄ ՜ ∞   untuk ݊ ՜ ∞,  maka 

 
ሻቁݏҧ,,ሺߣቀ ܧܵܯ ՜ 0 

 
untuk ݊ ՜ ∞, asalkan s adalah titik Lebesgue bagi ߣ. 
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